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Chap.9 クリープ・乾燥収縮・温度問題 
 

 

9.1 クリープに関する例題 

 
例題 9.1-1 クリープと緩和（基本問題） 

 クリープおよび緩和とはどのような現象かを簡単に述べよ． 

 

解答 

図 9.1-1-1(a)に示すように，天井から錘 W を紐で吊るすと瞬時に紐は 0δ だけ伸びるが，W を一定のま

まにしておくと時間(t)の経過ともに伸びδ が増加する．このような現象をクリープ(creep)と呼び，伸び

の増加量 0δδδ −=∆ をクリープ変形量と呼んでいる（図 9.1-1-1(a),(b)参照）．一方，初期の伸び 0δ で

錘を剛な台に固定（9.1-1-1(c)参照）し，伸び 0δ を一定のままに保持すれば，紐の張力T は初期では W

であるが時間の経過とともに減少していく，このような現象を緩和(リラクセーション，relaxation)と呼

んでいる（図 9.1-1-1(d)参照）．クリープもリラクセーションも材料の粘性に起因した現象であり，鋼に

比べて粘性の強いコンクリートでは，クリープおよびリラクセーションが鋼より大きくなることがよく知

られている． 
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図 9.1-1-1 クリープおよびリラクセーション 

 

 

 

例題 9.1-2  クリープひずみの特性と関連用語（基本問題) 

 クリープおよびリラクセーションを応力－ひずみ関係において表し，それらの特徴を示せ． 

 

解答 

 図 9.1-2-1 に示すような，静的載荷において直線 O- 

A-B の応力－ひずみ関係を有する弾性材料において， 

A 点で応力を一定値 0σ に保持したときに，時間 tの 

経過とともにひずみが増加する現象がクリープであり， 

ひずみ 0ε を一定に保持した時に応力が減少する現象が 

緩和（リラクセーション）である．また，一定時間の 

経過後に応力を取り除いたときに，瞬時に戻るひずみ 

eε は弾性ひずみであり，その後，時間の経過とともに 

回復するひずみ ceε を遅れ弾性ひずみ，回復せず残留す 

るひずみ ccε をフローひずみと呼んでいる．すなわち， 

クリープひずみ( cε )は 

 ceccc εεε +=             (9.1-2-1)  

によって与えられる． cecce εεεε ,,,0 の時間的変化を模式 

的に表せば，図 9.1-2-2 のようになる．すなわち， 0=t  
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図 9.1-2-1 応力－ひずみ関係 

 



 85

で応力 0σ により弾性ひずみ eε が発生し， 0σ を持続した後， 

1tt = にて，この応力を除荷すれば瞬時に弾性ひずみ eε が 

回復し，時間の経過につれて徐々に回復するひずみが

ceε ，そして最終的に残留するのが ccε である． 

持続荷重の載荷開始時(t=0)の弾性ひずみに対するク

ープひずみの比をクリープ係数 )(tϕ と呼んでいる． 

すなわち，                  

0

0
)()(
c

ec
E

tt
σ

ϕεϕε ==               (9.1-2-2)    

ここに， 0cE は t=0 での弾性係数である． )(tϕ は時間の

経過とともに増加するが一定値 nϕ （ )(∞=ϕ ）に収束す

る． nϕ は最終クリープ係数であり，設計ではこれをクリ   図 9.1-2-2 各ひずみの時間的変化 

ープ係数と呼ぶことが多い． 

クリープもリラクセーションも材料の粘性特性に基づく類似の現象であり，構造解析上ではそれらを包

括して取り扱われる． 

 

 

例題 9.1-3 クリープ解析（基本問題，道示関連：共通編） 

 コンクリート構造物において，クリープ変形解析，およびクリープにともなって発生する応力解析には

どのような特徴を持っているかを簡単に示せ． 

 

解答 

 コンクリートのクリープひずみ特性は持続荷重の作用開始時の材齢によって異なるので，クリープひず

み cε は材齢 kt とその後の経過時間 t の関数，すなわち ),( kcc ttεε = で与えられる．したがって，式

(9.1-2-2)より，クリープ係数も kt および tの関数，すなわち ),( kcc ttϕ=ϕ である． 

 コンクリート部材がいかなる拘束も受けず，自由に伸び縮みできるならば，クリープによって応力が発

生することはない．したがって，材齢 0t において応力 )( 00 tσ が作用し，その後，材齢 nttt ,....., 21 において，

応力増分 )(),.......(),( 21 nttt σσσ ∆∆∆ を受けた時のクリープひずみは，重ね合わせの原理（ただし，クリー

プひずみがコンクリートの破壊ひずみより十分に小さな場

合で，線形クリープ理論の適用できる範囲）が適用でき，

以下のように与えられる． 
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ここに， )( itE は材齢 it における弾性係数である．すなわち， 

弾性ひずみ eε とクリープひずみ cε の和である全ひずみ ε

の時間的変化は図 9.1-3-1 のように表せる． 

一方，鉄筋による拘束や不静定系としての支点拘束があ

れば，初期応力 )( 0tσ の作用後，クリープひずみを拘束する

付加応力が発生し，作用応力が連続的に変化するので，ク 

リープひずみは以下のようになる．              図 9.1-3-1 ひずみの重ね合わせ 
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したがって，弾性ひずみとクリープひずみの和は 
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線形クリープ理論では，同一のコンクリートでは，「単位応力に対するクリープひずみの進行速度は一

定である（Whitney の法則として知られている）」より，図 9.1-3-2 において材齢 0t と材齢τ のクリープ係

数 ),( 0ttϕ と ),( τϕ t は上下に平行移動の関係にある．したがって， 

t0 t1 tn-1 tn 材齢 t

時間 t
0 t1
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  ),(),(),( 00 tttt τϕ−ϕ=τϕ         (9.1-3-4) 

すなわち，時刻 t（ただし )τ>t での材齢 τのクリープ係 

数は，材齢 0t での時刻 t のクリープ係数と時刻 τのクリ 

ープ係数の差によって与えられる． 

 式(9.1-3-3)の積分を増分計算によって行うには， 0t か 

ら求める時刻 tまでを微小間隔 t∆ で刻み， titti ∆+= 0 時 

刻のひずみは以下のように求められる．  
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ここに, )()(),,(),( 100 −σ−σ=σ∆ϕ−ϕ=ϕ∆ rrrrir tttttt 　 ，      図 9.1-3-2 Whitney の法則 

trttr ∆+= 0 .なお，載荷が段階的に行なわれる場合は， 

時間間隔 t∆ は載荷間隔に合わせて採る必要がある． 

なところで，道路橋示方書 共通編では，コンクリートのクリープひずみ cε は，持続的に作用する応力

による弾性ひずみに比例し，次式で与えている， 

ccc E/σ⋅ϕ=ε                                   (9.1-3-6) 

ここに，ϕ：クリープ係数， cσ ：持続的に作用する圧縮応力， cE ：コンクリートのヤング係数である． 

また，クリープ係数は次式で与えている． 

( ) ( ) ( ) ( ){ }00000, tttttt fffdd β−βϕ+−β⋅ϕ=ϕ                        (9.1-3-7) 

ここに， ( )0, ttϕ ：材齢 0t にて載荷を開始したコンクリートの材齢 tでのクリープ係数， 0dϕ ：荷重を取り 

除くと時間とともに回復するひずみ（遅れ弾性ひずみ）に対するクリープ係数で，一般に 0.4 とする， 0fϕ ：

荷重を取り除いても回復しないひずみ（フローひずみ）に対するクリープ係数，関数 dβ および fβ は経過

時間に関する値でグラフで与えられている（詳細は道路橋示方書を参照のこと）．  

 また，乾燥収縮ひずみも同様に， 

( ) ( )000, tttt sss −β⋅ε=ε                                (9.1-3-8) 

ここに， ( )0, ttsε ：乾燥開始時の材令 0t から任意の材令 tまでに発生する乾燥収縮ひずみ量， 0sε ：基本乾

燥収縮ひずみで，環境条件により定められており，関数 sβ は経過時間に関する値でグラフで与えられて

いる（詳細は道路橋示方書を参照）． 

 

 

例題 9.1-4 クリープ解析における有効係数法 9.1)（基本問題） 

 例題 9.1-3での式(9.1-3-3)は応力履歴に関する積分を含む構成式であり，これに基づく式(9.1-3-5)に

よる応力増分解析は一般に煩雑であり，コンピュータ解析に頼らねばならない．ところで，応力履歴に関

する積分を含まない簡便な解析法として，以下のような式が提案されている 9.1)． 
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ここに， χは材齢係数と呼ばれ，通常 0.6～0.9 にあると言 

われている 9.1)．式(9.1-4-1)の特徴と材齢係数 χはどのよう 

にして求められたものかを示せ． 

 

解答 

 図 9.1-4-1 に示すように，材齢 t0から tの間に変化 

する応力経路をつぎのように表す． 
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上式の時間τ に関する微分より                     図 9.1-4-1 応力経路 
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よって，式(9.1-3-3)は以下のように表せる．  

t0 τ ｔ 材齢

材齢ｔτ tit0

toからの載荷曲線

τからの載荷曲線



 87

t0 τ ｔ 材齢

応
力
σ
(
τ
)

ε
e
E
c(
t
0
)

ε
e
r
(
τ
,
t
0
)

ε
e
r
(
t
,
t
0
)

Δσ(τ) Δσ(t)

  [ ] τ
τ
ξ

τ
τϕ

σϕ
σ

εεε )d
d
(

)(E

)(t,1
)()t(t,1

)(tE

)(t 1

0t c
0

0c

0

d
t
t

ce ∫
+

∆++=+=       (9.1-4-4)

式(9.1-4-4)と式(9.1-4-1)を比較すれば，材齢係数は以下のようになる． 
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上式は 3 つの関数 1ξ ， )(τcE ， ),( τϕ t を含んでおり，その内， 

)(τcE と ),( τϕ t はコンクリートの品質および環境などによって 

変化する．また， 1ξ はコンクリートのリラクセーション特性 

に関係している．図 9.1-4-2 に示すように t=t0で応力 )( 00 tσ  

をかけたときの瞬時の弾性ひずみを eε （ )(/)( 000 tEt cσ= ） 

とし，以降このひずみを一定に保ったときの応力を以下のよ 

うに表すと， 

  ),()( 0ttrt eε=σ              (9.1-4-6) 

ここに， ),( 0ttr をリラクセーション関数と言う．t=t0から 

t までの減少応力を )(tσ∆ として，中間点 τでの減少応力を 

)(τσ∆ とし，それらの比率を 
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tσ∆

τσ∆
=ξ                 (9.1-4-7)   図 9.1-4-2 リラクセーション曲線 

とすれば， ξは 0 から 1 まで変化する応力経路を表す関数で，式(9.1-4-2)の 1ξ と類似している．したが

って， )()()( 00 ttt σ−σ=σ∆ であるので，式(9.1-4-1)を適用すれば， 
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図 9.1-4-2 のリラクセーション曲線では， et ε=ε )( であるので，上式での eε を消去すれば，次式を得る． 
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すなわち，材齢係数 ),( 0ttχ はリラクセーション関数とクリープ係数によって与えられる関数である．種々

のコンクリートの品質と部材形状および相対湿度に対して材齢係数を求めれば， ),( 0ttχ は 0.6 から 0.9

の間にあるといわれている 9.1)． 

 一方，式(9.1-4-1)をつぎのように表せば， 
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ここに， 
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したがって，応力増分 )(tσ∆ により時間 )( 0tt − に生じるひずみ増分 )(tε∆ が以下のように表せる． 
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),( 00 ttE は時刻とともに変化する見かけの弾性係数を意味し，材料修正係数と呼ばれている．式

(9.1-4-12)は応力増分とひずみ増分の関係を与え，この種の式による解析法を有効係数法と呼んでいる．

有効係数法は，式(9.1-3-5)に基づく解析法に比べて，応力増分が作用する期間に発生するひずみ変化が

より簡便に計算できる点に特徴があり広く利用されている． 

 

 

例題 9.1-5 構造系の変化（道示関連：共通編，コンクリートのクリープ・乾燥収縮の影響） 

 道路橋示方書 共通編では，不静定コンクリート構造物においてコンクリートのクリープの影響により

生じる不静定力は，(1)構造系に変化がない場合は考慮しなくてもよいが，(2)構造系が変化する場合は考

慮しなければならないとされている．この理由について述べよ． 
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L L

q0 q0

(a)構造系(t=t1で連続化）

(b)t0<t<t1での曲げモーメント

(c)t1<tでの曲げモーメント増分

t=t0で連続化

t=t1で連続化

連続化無し

(d)t=∞での曲げモーメント

解答 

 材齢 0t にて載荷の瞬時に応力 0σ が作用し，以降この応 

力が持続したとすれば，例題 9.1-4 の式(9.1-4-10)におい 

て 0)( =∆ tσ であり，ひずみの発生は 
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たとえば，コンクリート構造物全体を一度に支保工上で施 

工し，不静定構造の完成後に載荷が開始され，その後，構 

造系に変化がない場合は，部材のどの断面でもクリープ係 

数ϕ は同じであるので，見かけの弾性係数 )1/( ϕ+= cc EE  

の時間的変化はどの断面でも同じになる． 

したがって，n次不静定構造の不静定力を iX (i=1,2,3… 

.,n)としたときの弾性方程式は 
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ここに， 
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)1/( ϕ+= cc EE を上式に代入すれば，式(9.1-5-2)における 

iX はクリープ係数ϕに依存しなくなり，不静定力はクリ 

ープの影響を受けないことになる．すなわち，材齢が同じ  図 9.1-5-1 連続化による曲げモーメント 

であれば，任意荷重を受ける不静定構造物でも重ね合わせ 

の原理により，クリープ変形に対する拘束力は発生しないといえる． 

 一方，構造物を一度に施工せず，施工中の構造系に変化がある場合は，構造系に変化があった時点から

クリープ変形に対する拘束が発生し，この拘束に抵抗する応力が発生する．たとえば，図 9.1-5-1 に示す

ような，2 径間連続けたの施工において，最初に，RC 単純げたをかけ，材齢（t0）で支保工をはずした後

に，等分布荷重 q0が作用し始め，その後，材齢(t1)で中間支点を結合し，2 径間連続げたを施工したとす

る． 10 ttt << では，単純げたであるので，クリープによる拘束モーメントは発生しないが， 1tt > では連

続げたとなるので，クリープによる中間支点での左右のけたのたわみ角の不連続量を打ち消すような拘束

モーメントが支点上に発生する．最終時（ ∞=t ）の曲げモーメントは単純げたの曲げモーメントと拘束

モーメントの和として，図 9.1-5-1(d)のようになる．拘束モーメントの大きさは連続化時の材齢（ 1t ）に

依存し，最初から連続化して載荷した場合（ 01 tt = ）は載荷の瞬時に 2径間連続ばりとしての曲げモーメ

ントになり，クリープによる拘束モーメントは発生しなく，また最後まで連続化しなければ（ ∞=1t ），

単純げたの曲げモーメントのままである．したがって， ∞<< 10 tt での最終時点での曲げモーメントは両

者の間（図 9.1-5-1(d)のハッチで施した範囲）にあることが分かる． 

道路橋示方書 共通編では，構造系に変化がある場合の不静定反力の変化量の簡易的な算定法として次

式を与えている． 

  )1)(( 10
ϕ−

ϕ −−=∆ eRRR                              (9.1-5-4) 

ここに， 

  ϕ∆R ：最終構造系でのクリープによる反力の変化量 

  0R ：最終構造系を一度に施工したと仮定したときの死荷重およびプレストレスによる反力 

  1R ：最終構造系になる前の構造系での死荷重およびプレストレスによる反力 

ϕ：最終構造系の完成後のクリープ係数の平均値 

すなわち，施工時に構造系が多段階変化するような場合の厳密な解析は煩雑であることより，最終系にな

る前の不静定反力からの変化量の簡便な算定法として式(9.1-5-4)を与えている． 

 

 

例題 9.1-6 計算例（道示関連：共通編，コンクリートのクリープ・乾燥収縮の影響） 

 前例題での図9.1-5-1の問題において，最終時（ ∞=t ）の曲げモーメント図を例題 9.1-4の式(9.1-4-11)
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-0.125q0L
2

-0.061q0L
2

の材齢修正係数を用いて算定せよ．ただし， 280 =t 日， 601 =t 日，クリープ係数は 0.2),( 0 =∞ tϕ ，

2.1),( 01 =ttϕ ，弾性係数は 23
0 N/mm1024)( ×=tEc ， 23

1 N/mm1030)( ×=tEc ，材齢係数 8.0=χ とする． 

 

解答 

 期間 10 ttt << では，等分布荷重 0q を受けるスパン L の単純げたであるので，端支点からの距離 xでの

曲げモーメントは 

  
L

xLxq
M

)(0
0

−
=                                                                   (9.1-6-1) 

 つぎに，等分布荷重 0q および支点で単位モーメントを受ける曲げ剛性 cEI を有する単純げたの支点のた

わみ角は，慣用の弾性ばり解析により，それぞれ 

cc
q

EIEI

Lq

3

L
,

24
1M

3
0

0
== =θθ 　                           (9.1-6-2) 

であり，中間支点の結合時( 1t )以降のクリープによるたわみ角の不連続量は 

[ ]),(),(
)(24

2
),(

)(24

2
010

1

3
0

1
1

3
0 tttt

ItE

Lq
tt

ItE

Lq

cccc

ϕϕϕθ −==∆                （9.1-6-3） 

ここに，例題 9.1-3の式(9.1-3-4)より， 

),(),(),( 0101 tttttt ϕϕϕ −=                             (9.1-6-4) 

一方，単位の拘束モーメントによるたわみの不連続量は，例題 9.1-4 の式(9.1-4-11)より 

  
cc

M
IttE

L

),(3

2

1
1 =∆ =θ                               (9.1-6-5)

よって，たわみ角の連続条件（適合条件）より中間支点上の曲げモーメント X は 

[ ]),(),(
)(8

),(
010

2
0

1

1

1

ttttLq
tE

ttE
X

c

c

M

ϕϕ
θ

θ
−−=

∆
−=

=
                                      (9.1-6-6) 

日日 60t,28, 10 ==∞= tt を代入し，式(9.1-4-11)および式(9.1-6-4)より 

2

1

N/mm293,18000,30610.0)60(
)2.12(081

1
)60(

),(1

1
)60,( =×=

−×+
=

∞+
=∞ ccc EE

t
E

χϕ
  (9.1-6-7)  

さらに，式(9.1-6-6)より 

  
2

0

2
0

0610.0

000,308

)2.10.2(293,18

Lq

LqX

−=
×

−
−=

    (9.1-6-8) 

最終状態での曲げモーメントは，式(9.1-6-1)と 

X によるモーメントの重ね合わせにより 

  x
L

X

L

xLxq
xM −

−
=

)(
)(

0     (9.1-6-9)  

上式を図に描けば，図 9.1-6-1 のようになる．      図 9.1-6-1 曲げモーメント図 

本例題では，支保工をはずす直前（ 日280 == tt ） 

に連続化した場合に比べて， 601 == tt 日にて連続した場合の中間支点上の曲げモーメントは約 1/2 に減

少していることが分かる． 

 

 

例題 9.1-7 合成げたのクリープ（道示関連：鋼橋編，コンクリート床版を有するけた構造） 

 道路橋示方書，鋼橋編では，合成げたのコンクリート床版のクリープによる応力変化が以下のように与

えているが，この式の誘導過程を示せ． 

(1)床版のコンクリート部 

  11
1

1

11

)(
1

ϕ
σ

σ ϕϕ

c

c
c

v

v

v
c

E
E

I

yM

A

P

n
−+=∆                                              (9.1-7-1) 

(2)鋼げた部 

 
1

1

1 v

v

v
c

I

yM

A

P ϕϕσ +=∆                                                               (9.1-9.2) 
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ただし，圧縮を正とし， 1ϕ ：クリープ係数で 0.21 =ϕ が標準， )1/( 11 ϕ+= cc EE ， )2/1( 11 ϕ+= nn ， cs EEn /= ，

sE ：鋼げたの弾性係数， cE ：持続荷重載荷時のコンクリートの弾性係数であり， 

ccc

cccc

c
cc

c
cccc

AIr

dPdrdPM

N
AE

N
AEAEP

/

)/(

2

2

2

1
2

1

1

1
1111

=

≈+=

+
==⋅⋅=

ϕϕϕ

ϕϕ ϕ
ϕ

ϕε

                                       (9.1-7-3) 

 cc
v

d
c Ad

nI

M
N =  

ここに， cc IA , ：コンクリート床版の断面積と断面 2 次モーメント， vI ：鋼に換算した合成断面の断面 2

次モーメント， dM ：合成断面に作用する持続モーメント， cd ：合成断面の図心からコンクリート床版

の図心までの距離， 1cd ：コンクリートの弾性係数を 1cE としたときの cd である（図 9.1-7-1 参照）． 

 

dcyvv

Pφ

Mφ

合成断面
解放軸力と
モ  

図 9.1-7-1 合成断面と解放軸力およびモーメント 

 

解答 

 持続荷重の作用開始時( 0tt = )のコンクリート床版を cσ し，クリープによる変化応力を σ∆ とひずみ増

分を cε∆ とすれば，例題 9.1-4 の式(9.1-4-10)より，時刻 t での変化ひずみは以下のように与えられる． 

),(/),()( 00 ttEtt
E

cc
c

c
c σϕ

σ
ε ∆+=∆                         (9.1-7-1) 

ここに， ),( 0ttϕ ：クリープ係数， cE ： 0tt = の時点でのコンクリートの弾性係数，式(9.1-4-11)より

)),(1/(),( 00 ttEttE cc χϕ+= である．道路橋示方書，鋼橋編では， ∞=t の最終状態のみを対象とし，

),( 01 t∞=ϕϕ ， 1=χ ， )1/( 11 ϕ+= cc EE とおいて，式(9.1-7-1)をつぎのように表している．． 

1
1

1 )( ϕσεσ c
c

ccc
Ec

E
E −∆=∆                            （9.1-7-2） 

クリープに伴う応力変化の解析に対しては，式(9.1-7-2)において， 11 )/( ϕσσ cccI EE−=∆ を初期応力

とみなし 

  Iccc E σεσ ∆+∆=∆ 1                               (9.1-7-3)

と表す．初期応力 Iσ∆ はひずみ cε∆ を発生させないように完全拘束したときの応力とであるので，これを

解放する応力（ Iσ∆− ）によって，合成断面に弾性ひずみが発生する．すなわち，クリープひずみが圧縮

であれば，初期応力は引張で，解放応力は圧縮である．さて，図 9.1-7-1 に示すように，合成断面のコン

クリート床版に解放応力の合力である軸力 ϕP が作用すれば，合成断面の図心からの偏心量 cd により，解

放モーメント )/(
2

ccc drdPM += ϕϕ ，ここに cr は床版の断面回転 2 次半径，が発生する．これらの力は期

間 0tt > において徐々に発生するので，材齢（ ∞=t ）での合成断面の鋼への換算断面積を 1vA ，換算断面

2 次モーメントを 1vI とすれば，コンクリート床版の応力増分は Iσ とその後の弾性ひずみに伴う応力変化

の和として， 

11
1

1

11
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ϕ
σ

σ ϕϕ

c

c
c

v

v

v
c

E
E

I

yM

A

P

n
−+=∆                          (9.1-7-4)

ここに， 11 )/( ϕσσϕ cccccI EAEAP =∆−= ， 1
2

1 )/( cccc dPdrdPM ϕϕϕ ≈+= ， 11 / cs EEn = ， sE ：鋼の弾

性係数，Ac：床版の断面積， 1vy ： ∞=t での合成断面の図心からの距離（上方を正とする）， 1cd ：合成断

面の図心から床版断面中心までの距離である． 
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 一方，鋼断面に作用する応力は 

1

1

1 v

v

v
s

I

yM

A

P ϕϕσ +=∆                                 (9.1-7-5)

ただし，圧縮を正としている． 

 なお，初期状態（ 0tt = ）での合成断面に作用するモーメントを dM とし，床版の軸圧縮力を cN とすれ

ば， 

cc
v

d
c Ad

nI

M
N =                                   (9.1-7-6)

ここに， sc EEn /= ， cd ， vI ： 0tt = での合成断面の図心から床版断面図心までの距離および合成断面の

換算 2 次モーメントである．コンクリートのクリープひずみを 11
ϕεεϕ c= ，ここに eε ：初期弾性ひずみ，

とおけば 

    c
cc

c
cccc N

AE

N
AEAEP

1

1
1111

2

2

ϕ
ϕ

ϕεϕϕ +
===                     (9.1-7-7)

となる． 

 
 

 

9.2 温度変化および乾燥収縮に関する例題 
 

例題 9.2-1 温度応力（その 1） (基本問題) 

 図 9.2-1-1(a)に示すような一端が固定，他端がバネで支持された棒が温度変化 t∆ または乾燥収縮ひず

み shε を受けた場合に発生する応力を求めよ．ただし，棒の弾性係数と線膨張係数はそれぞれ E，αで，

断面積は A，バネ係数は kとする． 

 

解答 

 図 9.2-1-1(a)に示す棒が温度変化 t∆ を受け，右端が δだけ移動したとする．バネに作用する圧縮力は

δ= kP であり，棒に作用する圧縮力 'P は，右端がバネの無が自由端である場合のひずみ（自由温度ひず 

 

 

 

 

 

 

 

 

     (a)                     (b) 

図 9.2-1-1 簡単な棒の温度応力 

 

み） tEA ∆= αε と L/δ との差が弾性ひずみであり，弾性条件より )/(' LEAP t δα −∆= である．つり合い条

件である 'PP = を考慮すれば， 

LEAk

tEA

/+

∆
=

α
δ ，

LEAk

tkEA
P

/+

∆
=

α
                              (9.2-1-1) 

となる．なお，乾燥収縮ひずみの場合は， sht εα −=∆ とおけばよい． 

本問題はつぎのように解くこともできる． 

図 9.2-1-1(b)に示すように，最初に棒の両端を固定にした完全拘束状態で温度変化を受けたとみなすと， 

棒には圧縮力 tEAPi ∆=α が働く．つぎにこの圧縮力を解放するための引張力 )(' tt PP −= を節点に作用させ，

棒とバネの剛性比に比例した軸力（ ',' tbta PP ）を求め， iP と重ね合わせば，棒の圧縮力は， 

LEAk
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LEAk

LEA
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/
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/

/
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+

∆
=

+
−∆=−

α
α                          (9.2-1-2)

上述の解放力 'tP は一般に“温度荷重”と呼ばれている．一般的な骨組構造の温度応力解析では，すべて
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の節点を固定して iP を求め，それを解放する温度荷重 )(' it PP −= を節点荷重として，通常の弾性解析法を

用いて温度応力を求めることができる．温度荷重は実際に働く荷重ではなく，解析の便宜上見かけの初期

荷重として取り扱っていることに留意する必要がある． 

 

 

例題 9.2-2 温度応力（その 2） (基本問題) 

 図 9.2-2-1 に示す左右対称性を有するラーメン構造が全体に一様な温度変化 t∆ を受けた場合，各部材

に生じる応力（温度応力と呼ぶ）を求めよ．ただし，線膨張係数はα とする． 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 9.2-2-1 温度変化による変形          図 9.2-2-2 温度荷重 

 

解答 

図 9.2-2-2 に示すように，全節点を完全に拘束したときの部材 iの応力は itσ = itE∆−α ， iE ：弾性係数，

であり, tiσ を初期応力と見なしこれを解放する荷重（温度荷重）を各節点に作用させる．すなわち，節点

B,C での左右対称の水平温度荷重および鉛直温度荷重は 

  cctcbbtb AtEPAtEP ∆=∆= αα ',' 　                          (9.2-2-2)

ここに， cb EE , ， cb AA , はそれぞれはりおよび柱の弾性係数と断面積である．左右対称性を考慮し，半

スパンのはりの剛性は bAEk bbb /2= ，柱のたわみ剛性は 3/3 hIEk ccc = であるので， 'tbP によるはりの

軸応力 'tbσ は 
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AEhIbE
tE

kk

k

A

P

+
∆=

+
⋅= ασ                  (9.2-2-3) 

したがって，はりの温度軸応力は初期応力 tσ と 'tbσ の和として 

+∆−= btb tEασ =σ 'tb
)3/(21

1

3 ccbb
b

IbEhAE
tE

+
∆−α                                (9.2-2-4) 

柱は上下方向に拘束がないので，柱の温度軸力はゼロ，すなわち 

0'=+∆−= tcccic PAtEP α                                    (9.2-2-5) 

であるが，水平温度荷重 'tbP が柱に曲げモーメント tcM を発生させる．すなわち，つり合い条件より柱頭

のせん断力ははりの軸力に等しいから，柱の下端から距離 xの断面の曲げモーメントはつぎのようになる． 

  =−= xAM ctbtc 'σ
)3/(21

1

3 ccbb
bb

IbEhAE
xAtE

+
⋅∆α                 (9.2-2-6) 

以上のように，骨組構造の温度応力解析は初期応力 tEi ∆α−=σ を有する問題として取り扱い，慣用の

骨組解析法を用いるのが一般的である．なお，温度応力は温度変化による部材の変形を拘束することよっ

て発生する応力であるので，静定系構造が一様な温度変化を受けた場合には，部材には温度応力は生じな

いと言える． 

 

 

例題 9.2-3 温度応力（その 3）（基本問題） 

 図 9.2-3-1 に示すような，断面の上縁で ut∆ ，下縁で lt∆ の温度変化を受ける連続はりに発生する応力

（温度応力）を求めよ．ただし，線膨張係数はα とする． 

 

解答 

Ptb'Ptb'

Ptc' Ptc'
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 静定構造において，各部材の断面内の温度分布が直線的に変化する場合には，部材断面は平面のまま移

動するので，“平面保持の仮定”に基づく骨組理論では 

何ら拘束応力は生じず，したがって温度応力は発生しな 

い． 

しかしながら，不静定構造では自由な変形を拘束する 

ことによる応力（温度応力）発生する．本例題は，2径 

間連続はりの上縁が ut∆ ，下縁が lt∆ なる温度変化を受 

け，断面内の温度変化が線形分布とする． 

中間支点を取り除いた単純はり（静定基本系）が同 

じ温度変化を受けたときには図 9.2-3-1(b)に示すよう 

に中間支点で δのたわみが発生するので，不静定はり 

ではこのたわみをゼロにするような下向きの拘束力 R 

が発生し，この拘束力による曲げモーメントが図 9.2- 

3-1(c)のように現れる．この曲げモーメントによる断 

面内の応力が温度応力と呼ばれるもので， ul tt ∆>∆ な 

らば,上縁で引張応力，下縁で圧縮応力になる．         

 断面が長方形( hb × )である場合の具体的な解析は，     図 9.2-3-1 連続はりの温度応力 

初期曲率 0φ および図心での初期ひずみ 0ε を有する問題 

として以下のように取り扱われる． 

)2/()(

/)(

0

0

htt

htt

ul
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∆+∆=

∆−∆=

αε

αφ
                             (9.2-3-1) 

ここに， h：はり高さ，である．軸方向には拘束がないので，温度軸力はゼロであるので，温度曲げモー

メント tM のみを求める．全曲率は初期曲率と弾性曲率の和であるので 

  
EI

M tx+= 0φφ                                  (9.2-3-1) 

ここに， EI：曲げ剛性， txM ：不静定力 Rによる曲げモーメント，であり 

  
2

Rx
M tx = ，ただし lx ≤≤0                            (8.3-3-3) 

 ただし， xは左端の支点からの距離である．最小仕事の原理（２章，例題 2.1-2 の式(2.1-2-9)参照）

を適用し，左右対称性を考慮し,全補ひずみエネルギーを 'W とすると 
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ここに， l：スパン長 である．上式より 
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                         (9.2-3-4) 

すなわち， ul tt ∆>∆  ならば，温度による曲げモーメントは負となることが分かる． 

 

 

例題 9.2-4 合成げたの温度応力（その 1）（道示関連： 鋼橋編，コンクリート床版を有するけた構造） 

 図 9.2-4-1 に示す合成げたのコンクリート床版が温度変化 t∆ を受けた場合に，断面内に発生する応力

分布を求めよ． 

 

解答 

断面が異種材料で構成されている合成はりのような場合には，たとえ静定構造であっても断面内には温

度応力が発生する．たとえば，図 7.2-4-1(a)のようなコンクリート床版が鋼 I桁に接合されたいわゆる合

成桁の断面に，図 9.2-4-1(b)のように，コンクリート床版では ct∆ ，鋼断面では st∆ の温度変化を受けた

場合を考えよう．コンクリート床版および鋼桁のヤング係数および線膨張係数は，それぞれ

cE , sE , cα , sα とし，まず最初に，温度変化を受けたコンクリート床版および鋼桁が変形しないような完

全拘束させるための応力（初期応力）（図 9.2-4-1(c)）を求める．このような応力は，コンクリート床版

α,∆tu

α,∆tl

R

Mt

δ

(a)温度変化

(ｂ)拘束力

(c)曲げモーメント図（温度応力）
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では， cccc Et∆−= ασ であり，鋼桁では， ssss Et∆−= ασ である．ただし，応力は引張を正としている． 

 つぎにコンクリート床版と鋼桁を一体化した状態で，これらの応力を解放するための軸力 tN および曲

げモーメント tM （温度荷重）は 
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図 9.2-4-1 合成断面での温度応力算定手順 

 

ここに，z は合成断面の図心からの距離， cA , sA ， )(zbc , )(zbs はそれぞれコンクリート床版と鋼げた

の断面積および幅， sc GG , は合成断面の図心をとおる水平軸に関するコンクリートおよび鋼げたの断面 1

次モーメントである．式(9.2-4-1)による断面内の弾性応力（解放応力）は 
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ここに， z：合成断面の図心からの距離， cs EEn /= は鋼とコンクリートの弾性係数比で，道路橋示方書

鋼橋編では 7=n ， vA ， vI ：それぞれ合成断面における鋼に換算した断面積と断面 2次モーメントである． 

 したがって，コンクリート床版および鋼げた断面の温度応力は，初期応力と解放応力の和（図 9.2-4-1(e)

参照）として以下のように与えられる． 
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                     (9.2-4-3) 

もちろん，断面内の温度応力の合力と合モーメントはともにゼロである． 

 以上のような断面内の温度応力解析は平面保持の仮定にしたがう骨組理論に基づくものであるから，コ

ンクリート床版と鋼桁の接合面に働く水平せん断力の影響は無視されている．したがって，単純桁の場合

であってもスパンの中央部ではよい近似を与えるが，桁端部では水平せん断力の影響が無視できなくなり，

FEM などにより 2次元平面解析を行なわねばならないことに留意する必要がある． 

 

 

例題 9.2-5 合成げたの温度応力（その 2）（道示関連：鋼橋編，コンクリート床版を有するけた構造） 

 道路橋示方書（鋼橋編）では，合成桁におけるコンクリート床版と鋼桁の間に温度差（ｔ）がある場合

の応力として以下の式が与えられている． 

(1) 床版のコンクリート部 
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(2) 鋼げた部 
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ここに， tt αε = （コンクリートが引張となる場合，すなわち鋼げたの温度がコンクリート床版の温度よ

り高い場合を正とする）， nAEP cts /1 ε= ， cv dPM 1= ，α ：線膨張係数， cA ：コンクリート床版の断面

積， vv IA , ：鋼断面に換算した場合の合成げたの断面積と断面 2次モーメント， vy ：合成断面の図心から

の距離（図 1.6-6-1 参照）， cd ：合成断面の図心からコンクリート床版断面の図心までの距離である． 

ところで，式(9.2-5-1),(9.2-5-2)と式(9.2-4-3)の関係を調べよ． 

 

解答 

 一般に線膨張係数（α ）は鋼もコンクリートのほぼ同じと見なされているので，合成断面内に一様な温

度を受ける場合には温度応力は発生しない．したがって，鋼げたとコンクリート床版の温度差のみが温度

応力を発生させる要因になる．ところで，コンクリート床版の温度が鋼げたの温度より t だけ低くなる場

合，コンクリート床版の変形を拘束したときの引張軸力（ 1P ）は， nAEAEP ctsctc /1 εε == であり，こ

の軸力の解放による圧縮力（ 1P ）と偏心モーメント（ dcPM v 1= ）が発生する（図 9.2-4-1 参照）．よっ

て，式(9.2-4-3)より， 

 コンクリート床版の応力は 
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 鋼げたの応力は 
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ただし， vy は上側を正とし，応力は圧縮を正に採っている． 

 

 

例題 9.2-6 合成げたのクリープ，乾燥収縮及び温度変化による応力（道示関連：鋼橋編，コンクリート

床版を有するけた構造） 

 前例題の合成げた断面（図 9.2-4-1）参照）のコンクリート床版がクリープ，乾燥収縮および温度降下

を同時に受けたときの合成断面に発生する応力を求めよ． 

 

解答 

 コンクリート床版が乾燥収縮ひずみ shε を受ける場合は， αε /sht −=∆ ，α ：線膨張係数，の温度降下

問題として取り扱うことができるが，クリープによる材齢の影響も受ける（例題 9.1-7 参照）．したがっ

て，初期状態（ 0tt = ）にて床版に圧縮応力 cσ が導入された後に，床版がクリープ，乾燥収縮ひずみ )(tshε

および温度降下 t∆ を受けた場合のひずみ増分は，式(9.1-7-1)より， 

tt
ttE

tt
E

sh
c

c

c

c
c ∆++

∆
+=∆ αε

σ
ϕ

σ
ε )(

),(
),()(

0
0                     (9.2-6-1)

上式より， 
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したがって，コンクリート床版での初期応力（拘束応力）を 
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とし，初期応力を解放する軸力 ϕP と曲げモーメント ϕM により,材齢 tでの応力変化は以下のように与え

られる． 

 (1)コンクリート床版 
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(2)鋼げた 
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ただし，圧縮を正としており， ),(/ 01 ttEEn cs= ， cI AP σϕ ∆−= ， 1cdPM ϕϕ ≈  ， cA ：床版の断面積，
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1111 ,,, vcvv ydIA は材齢 t での合成断面の鋼への換算断面緒量（図 9.1-6-7 を参照）であり，鋼とコンクリ

ートの弾性係数比 1n を用いた合成断面での鋼への換算断面に対して算定するものとする． 
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