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Chap.7 はり，けたのたわみ 
 

 
7.1 はり、けたのたわみに関する例題 
 
例題 7.1-1 弾性たわみ解析法（基本問題） 

 図 7.1-1-1 に示す等分布荷重 0q を受ける単純ばりの支間中央の弾性たわみをつぎの方法により求めよ。 

ただし、曲げ剛性は EI とする。 

(1) 微分方程式による方法 

(2) 弾性荷重法 

(3) 仮想力法 

また、これらの方法の特徴を述べよ。 

 
解答 

 線形弾性ばりの曲げモーメント（M ）と 

曲率（φ ）の関係は 

  φEIM =          (7.1-1-1) 

ここに， E ：弾性係数， I ：断面の図心をとおる水平軸に関する断面 2 次モーメント， EI は曲げ剛性と

呼んでいる．微小変位理論の適用範囲では、曲率は以下のように与えられる． 
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ここに、 )(xvv = はたわみ曲線である。 

(1) 微分方程式法（例題 1.1-2 参照） 

4 階の基礎微分方程式は， 
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等断面ばり（ const=EI ）の場合は 
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上式の一般解は 
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ここに、 4321 ,,, CCCC は積分定数である。境界条件は、 
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であり、式(1.4-1-5)を上式に代入すれば、 
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よって,たわみ曲線と支間中央のたわみ値は 
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図 7.1-1-1 は静定ばりであるので、つり合い条件より、任意断面の曲げモーメントは 
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図 7.1-1-1 単純ばりのたわみ 



 67 

よって、2 階の微分方程式 
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の解としても式(7.1-1-8)は求められる。 

(2) 弾性方程式法 

荷重分布 0q とせん断力 )(xS および曲げモーメント )(xM の関係はつり合い条件により、 
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一方、たわみ )(xv とたわみ角 dxxdv /)(=θ と EIxMz /)(= の関係は適合条件と弾性条件より、 
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式(7.1-1-11)と式(7.1-1-12)を比較すれば、 )()(,)(,/)(0 xMxvxSEIxMzq →→=→ θ にそれぞれ対応してい

る。したがって、境界条件も同様に対応しているならば、たわみ )(xv とたわみ角 dxdv /=θ を求める問題

は、荷重 z からせん断力 )(xS と曲げモーメント )(xM を求める問題と同じになる。このような対応関係は

モール定理として知られており、 z を弾性荷重と呼んでいる。また、境界条件を対応させたはりは共役ば

りと呼ばれており、元のはりと共役ばりの支持条件の対応は図 1.4-1-2 のようになる。たとえば、単純ば

りの場合は共役ばりも単純ばりであり、片持ちばりは自由端と固定端が入れ替わった片持ちばりが共役ば

りになる。モールの定理と共役ばりによるたわみ計算法は弾性荷重法とも呼ばれており、この方法により、

図 7.1-1-1 支間中央のたわみは以下のようになる。 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7.1-1-2 共役ばりでの支持条件の対応         図 7.1-1-3 弾性荷重法 

 

すなわち、図 7.1-1-3 に示すように、弾性荷重 EIxMxz /)()( = による共役ばりの曲げモーメントを )(xM 、

せん断力を )(xS 、支点反力を BA RR , とすれば、 
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また、支点でのたわみ角は 
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(3) 仮想力法 

補仮想仕事の原理によるたわみの計算法は仮想力法または単位荷重法と呼ばれている。仮想力法によ

る ξ=x の位置のたわみは以下のように求められる。 
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ここに、 )(xφ は曲率であり、線形弾性ばりでは EIxMx /)()( =φ であり、 ),( ξxM は位置 ξ=x での単位

仮想荷重 1=P による曲げモーメントである。支間中央ののたわみに着目すれば、 2/l=ξ であり、 
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したがって、 
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以上に示したように、微分方程式法はたわみ曲線形を求める場合を除けば、一般に煩雑であり、特定の位

置でのたわみを求めるには、弾性荷重法または仮想力法が有利と思われる。また、仮想力法では )(xφ が実

際に発生する曲率で、 ),( ξxM は単位荷重とつり合う曲げモーメントで両者は独立であるので、 )(xφ が非

弾性曲率や温度変化による曲率であっても適用でき、式(7.1-1-14)の適用性が広いことを付記する。 

 

  

例題 7.1-2 たわみに対するせん断力の影響（基本問題） 

 前例題で示した等分布荷重 0q を受ける単純ばりの最大たわみである式(7.1-1-8)は曲げモーメントの

みを考慮して誘導したものであるが，せん断力がたわみに与える影響も存在する．一例として，断面が図

7.1-2-1 のような I 形断面である場合，スパン中央でせん断力によるたわみを求め，スパン長 l とせん断

力の影響の関係を調べよ．ただし，せん断応力は I 形断面のウエブのみに一様に分布（5 章，例題 5.1-1

参照）するものとし， 2
0 /1 mmkNq = ，はりの弾性係数（E）は 24 N/mm100.2 × ，ポアソン比(ν )は 0.3

とする． 

 

解答 

 図 7.1-2-1の I形断面の断面 2次モーメントは 
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1
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 曲げモーメントによるたわみ mδ は，式(7.1-1-8)より 
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つぎに，せん断力によるたわみ sδ は，式(7.1-1-14)に準じて 

仮想力法を用い， 
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δ            （7.1-2-2）     図 7.1-2-1 Ｉ形断面（寸法:mm） 

ここに， wA ：ウエブの断面積で， 2mm800,1894020 =×=wA である． 

 

G ：せん断弾性係数で 
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  xx SS , ：等分布荷重 0q およびスパン中央の単位荷重 1=P による任意断面位置( x )でのせん断力で，
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よって，式(7.1-2-2)より 
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式(7.1-2-1)と式(7.1-2-4)を比較すれば， 
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したがって， 

   mm)105(m5 3×= 　　l の場合は， 5.0/ =ms δδ (50.0%) 

  mm)101(m10 4×= 　　l の場合は， 　125.0/ =ms δδ (12.5%) 

  mm)10(2m20 4×= 　　l の場合は， 30.0/ =ms δδ (3.0%) 

となり，スパン長 l が短くなればなるほど，せん断力のたわみに与える影響が大きくなることが分かる． 

   

 

例題 7.1-3 ＲＣばりのたわみ解析(基本問題) 

 図 7.1-3-1 に示す等分布荷重 0q を受ける長方形 RC 断面はりの短期たわみをつぎの 2 ケースについて求

め。 

(1) 曲げひび割れの発生荷重とその時の支間中央のたわみを求めよ。 

(2) 曲げひび割れの発生後の支間中央のたわみを Branson による有効断面 2次モーメントを用いた方法

により求めよ。 

ただし、コンクリートの曲げ引張強度 tdf は土木学会コンクリート標準示方書に基づき、 

  ctktd fkf γ/1=                                                                    (7.1-3-1) 

ここに、 1.0)k0.4)/(6.0 1
3/1

1 ≤≤= 　（hk 、 h :部材高さ(m)、 0.1=cγ 、 tkf ：コンクリートの引張強度の

特性値（ )(N/mm23.0 23/2' 　ckf= ）で、圧縮強度の特性値 2' 30N/mm=ckf とする。また、鉄筋とコンクリー

トの弾性係数はそれぞれ 22 kN/mm28,N/mm200 == cs EkE とする。 
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図 7.1-3-1 長方形断面単鉄筋 RC ばりの短期たわみ 

 
解答 

 2cm27.20254 =−= DAs 、 14.7/ == cs EEn であり、ひび割れ前の全断面有効状態での図心の位置の断

面底面からの距離は 
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よって、全断面有効状態での図心をとおる水平軸に関する換算断面 2 次モーメントは 
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一方、コンクリートの曲げ引張強度は 
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  23/2 1.5N/mm0.1/3023.0
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6.0
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ひび割れモーメントは 

  mN38.56150584,37 ⋅=×=⋅= kfZM tdcr  

単純ばりの支間中央の曲げモーメントは 8/)2/1( 2
0lqM = であるので、ひび割れ荷重は 

  kN/m51.4100/38.568/8 2
0 =×== lMq crcr  

また、このときの支間中央のたわみは、前例題での式(1.4-1-6)より、 
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となる。 

つぎに、ひび割れ発生後のたわみ計算に対する Branson の有効断面 2 次モーメント法にはつぎの 2 方

法がある。 

(1) 断面剛性が曲げモーメント )(xMM = に応じて変化させる場合 

   [ ] gcrcrgcre IIMMIMMI ≤−+= 44
)/(1)/(                    (7.1-3-2) 

(2) 断面剛性を部材長にわたって一定とした換算有効断面 2 次モーメントを用いる場合 
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ここに、 eI ：有効断面 2 次モーメント、 gI ：全断面有効としたときの断面 2 次モーメント、 crI ：

コンクリートの引張強度を無視したひび割れ断面での断面 2 次モーメント、 crM :ひび割れモーメント､

maxM :最大曲げモーメントである。 

 4
m01252.0== vg II 、ひび割れ発生後の中立軸の位置の上縁からの距離( x )は 
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いま、 kN/m02.92 00 == crqq のときのたわみを式(1.4-2-2)を適用して求めると、 

mkN8.1128/2
0max ⋅== lqM 、 5.0/ max =MM cr より、 

  444
m00426.0341.0]0125.0/00371.0)5.01(5.0[ ==×−+= gge III  

よって、支間中央のたわみは 
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となる。 

 なお、方法(1)では、式(7.1-1-13)が適用できる。すなわち、 
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一般に、上式の積分は数値積分に頼らねばならない。 

 
 
例題 7.1-4 非線形ばりのたわみ（基本問題） 

 図 7.1-4-1(a)に示すようなスパン長 l の片持ばりの自由端 B に集中荷重 P を受けたときの先端のたわみ

を求めよ。ただし、このはりの曲げモーメント・曲率関係は図 7.1-3-1(b)に示すような非線形特性を有す

るものとする。なお、このはりの初期状態での曲げ剛性は EI とする。 

 
解答 

 曲げモーメント（M）と曲率（φ ）が非線形関係にある場合でも、式(7.1-1-13)の仮想力法が適用できる。

本式を再掲すると 
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固定端の曲げモーメント AM が crM を越えた場合を考えると、自由端から crM の作用点までの距離 a (図

7.1-3-1(c)参照)は 
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図 7.1-4-1 非線形ばりのたわみ 
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となる。 

 
 
例題 7.1-5 温度変化によるたわみ(基本問題) 

 図 7.1-5-1(a)に示すように、部材高さ h の 

単純ばりが断面の上縁で ut 、下縁で lt の温度 

上昇を受け、断面内の温度分布が線形である 

場合、左支点から距離 aでのたわみを求めよ。 

ただし、部材の線膨張係数はα とする。 

 
解答 

 この問題に対しても式(1.4-3-1)が適用できる。 

図 7.1-5-1(b)に示すように、仮想力 1=P による 

曲げモーメントは、 
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 ( ax'0 −≤≤ l )                       図 7.1-5-1 温度変化によるたわみ 

一方、温度上昇による曲率は 
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よって、式(1.4-3-1)より 
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となる。 

 
 
例題 7.1-6 変断面ばりのたわみ(基本問題) 

 図 7.1-7.1(a)または(b)に示すような、はりの幅(b)が一定で高さ(hx)が線形に変化する長方形変断面ばり

のたわみの計算法について述べよ。ただし、はりは線形弾性体で弾性係数は E とする。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (a) 片持ちばり                                (b) 張り出しばり 

図 7.1-7.1 変断面ばりのたわみ 

 
解答 

 図 7.1-7.1(a)の問題では、自由端から距離 xの位置でのはり高さ xh は 
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よって、幅 b、高さ xh の長方形断面の断面 2 次モーメントは 
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図 7.1-7.2(a)に示すように、曲率は 
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仮想力による曲げモーメントは 
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(a) 片持ちばり                         (b) 張り出しばり 

 

図 7.1-7.2 曲率分布と仮想力 1=P による曲げモーメント 

 
式(7.1-3-1)より、 
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上式の積分はつぎの積分公式を用いて実行できる。 
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すなわち､ 
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ここに､ )/( 010 hhlhc −= である。 

つぎに、図 7.1-7.1(b)に示すようなより一般的な問題では、式(7.1-7.1)の積分を解析的に実行することが

難しく、数値積分に頼らねばならない場合が多い。数値積分法は種々あるが、最も簡単な台形公式を適用

した場合を以下に示す。 

図 7.1-7.2(b)に示すように、部材軸方向に微小間隔で n 分割し、各分割点での曲率 iii EIxMx /)()( =φ 、

およびたわみを求める位置での仮想力 1=P による曲げモーメント )( ixM を求めると、着目点 A のたわみ

は 

   i

n

i

iiii
x

xMxxMx
dxxMxv ∆











 +
== ∫ ∑

−

=

++
1

0

)1)1

2

(()()(
)()()0(

φφ
φ               (7.1-6-4) 

ここに ii xxx −=∆ +11 、により計算でき、部材の支持点および曲げモーメント )(xM のピーク点を分割点に

選び、それらの間の区間内の分割数を十分大きく取り、すなわち間隔 ix∆ を小さくすれば、式(7.1-6-4)は

数値積分による変断面ばりの実用的な計算法となる。 

 
 
例題 7.1-7 連続ばりのたわみ（基本問題） 

 図 7.1-7-1 に示すような左径間に等分布荷重を受ける 2 径間連続ばりの任意点 C のたわみを仮想力法に

よって求めよ。ただし、曲げ剛性は一定で EI とする。 

 

 
 

図 7.1-7-1 不静定ばりのたわみ 

 
解答 

 図 7.1-7-1(a)に示すような 2 径間連続ばりの曲げモーメント図は種々の方法で求められるが、ここでは

最小仕事の原理を適用する。すなわち、図 7.1-7.1(b)に示す静定基本形と中間支点の曲げモーメントを不

静定力 X に選べば、 

   )0B-(A
2
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)( 0 lxX

l

xxlxq
xM ≤≤−

−
= 区間に対して、　　　  

   )0 B-(D,-' lx'X
l

x
)M(x ≤≤= 　区間に対して、　　　　　　

’
 

ただし、 xは左端 A より、 'x は右端 B より取っている。最小仕事の原理より 
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仮想力 1=P による曲げモーメントは、つり合い条件を満足することのみが要求されるので、図 7.1-7-1(c) 

に示すような、静定基本系に対する曲げモーメントを採用することができる。すなわち、 
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よって、式(1.4-3-1)より、C点のたわみは 
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となる。 

 なお、仮想力 1=P による曲げモーメントを静定基本系ではなく元の不静定ばりに対して求めたものを

利用しても同じ結果を得るので、どちらか計算の容易な方を選べばよいことを付記しておく。 

 

 

 

Chap.7.2 支承の移動量に関する例題 
 

例題 7.2-1 支承の水平変位（道示関連：共通編、支承の移動量） 

 図 7.2-1-1 に示すような、スパン長Ｌで、左支点が固定支承、右支点が可動支承である単純げたが等分

布荷重 0q を受けたときの可動支承の水平移動量δ を求めよ。ただし、弾性係数は E 、けたの中央区間の

断面 2 次モーメントは 0I 、支承部を含めたハンチ区間の平均断面 2 次モーメントは左支点区間では eI 、

右支点区間では 'eI とし、計算の簡略化にためにそれぞれの区間は等断面として取り扱うものとする。 

 

  

図 7.2-1-1 等分布荷重を受ける単純げた       図 7.2-1-2 骨組線と仮想荷重 

 

 

解答 

 図 7.2-1-1 の変断面げたの図心をとおる骨組み線は図 7.2-1-2 のようになる。等分布荷重 0q を受ける

と支点部で回転角が生じ、図 7.2-1-3 に示すように、偏心量に応じて可動支承は水平に移動する。図

q0

a
b b'

a

L

固定 可動
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7.2-1-2 において、可動支点のヒンジ点に仮想水平力 1=P をかけると、支点Ａには水平力 1−=AH 、鉛直

力 LhhVA /)( 12 −= が作用するので、支点Ａから水平距離 xの位置での仮想曲げモーメントは 

 bx ≤≤0 では、 





−−+⋅+= 11201 )( h

L

b
hhh

b

x
hM                                      (7.2-1-1a) 

 'bLxb −≤≤ では、 )( 120 hh
L

x
hM −+=                                               (7.2-1-1b) 
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 ただし， xLx −=' ， 1200 ' hhhh −+= である． 

一方、等分布荷重 0q によって発生する曲げモーメントは 
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であるので、曲率は 
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x −=φ  (7.2-1-3b)          図 7.2-7-3 変形の概要 
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よって、仮想力の原理（単位荷重法）を適用すれば、可動支 

点のヒンジ部の水平移動量は 
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ここに、 
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式(7.2-1-4)における積分を実行すれば 
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 (7.2-1-5)

となる。なお、道路橋示方書，共通編，4.1.3 では、支点Ａ,B の回転角 BA θθ , とし、 

 BA hh θθδ ×+×= '00                                (7.2-1-6)

としているが、 BA θθ , を仮想力の原理により求めれば、式(7.2-1-5)と式（7.2-1-6）は同じになる。 

B
Ａ δ


