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Chap.3 構造解析法 
 

 

3.1 骨組構造の解析手法に関する例題 
 

3.1-1 応力法と変位法（基本問題） 

  弾性骨組構造の解析法は，応力法と変位法に大別できるが，図 3.1-1-1 に示すようなラーメン構造の

解析に対する応力法，変位法とはどのような解法であるかを述べよ． 

 

解答 

  応力法は，外的および内的につり合う応力場（静的許容応力場）の中から変形の連続条件（適合条件）

を満足する解を見出す方法であり，変位法は適合条件を満足する変位場からつり合い条件を満足する解を

見出す方法である． 
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図 3.1-1-1 π形ラーメン構造 

 

 図 3.1-1-1 のラーメン構造は 3次不静定系であるから，3つの拘束点を解除すれば静定構造（静定基本

系と呼ぶ）が得られる．一例として，図 3.1-1-2(a)に示すように，固定端 3をフリーにし，水平拘束，鉛

直拘束および回転拘束を解除すれば，図 3.1-1-1(a)に示す片持はり形式の静定基本系を得る．応力法では，

まず最初に解除前に有している拘束力（不静定力と呼ぶ）を未知数（ 321 ,, XXX ）として，静定基本系の

各部材（ 3,2,1=i ）に作用する断面力である曲げモーメント（ iM ），軸力（ iN ）およびせん断力（ iS ）

をつり合い条件より求める．すなわち重ね合わせの原理より 
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ここに， 000 ,, SNM は 1=P による静定基本系の断面力， 3,2,1,,, =jSNM jjj は 1=jX による静定基本

系の断面力である． 

 節点 1 および 2での適合条件は，最小補仕事の原理により求められる．すなわち，系の全補仕事を 'W と

すれば， 
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ここに， il は部材長， iii kGAEAEI ,, は部材 i のそれぞれ曲げ剛性，軸剛性およびせん断剛性である．最

小補仕事の原理より， 
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 ただし， 3,2,1=j である．通常，軸力やせん断力による変形の影響は曲げ変形の影響より小さく，上式

の右辺の第 3.2 項は無視される場合が多い．この場合，式(3.1-1-1)を式(3.1-1-3)に代入すれば， jX に

関する以下の連立 1次方程式が求めら，これを弾性方程式と呼んでいる． 
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ここに， 3,2,1=k であり，各係数は次式で与えられる． 
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応力法は，式(3.1-1-4)の弾性方程式の解より不静定力（ 3,2,1, =jX j ）を求め」，静定基本系における断

面力を重ね合わせの原理より各部材の断面力を決定する方法である．すなわち， 
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 つぎに，変位法については，図 3.1-1-2(b)に示すように，部材の変形性状に着目し，全体座標系（０－

YX − ）に沿った節点変位を未知数に選ぶ．すなわち，節点 1,2 での節点変位ベクトルを以下のように表

す． 

  [ ]Tvu 1111 θ=u ， [ ]Tvu 2222 θ=u                       (3.1-1-7)  

ここに， iu は X 方向変位成分， iv はY 方向変位成分，θ は回転成分であり，右肩の T は転置を意味して

いる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   (a) 静定基本系と不静定力              (b) 節点変位と部材変形 

図 3.1-1-2 応力法と変位法での取り扱い 

 

図 3.1-1-3 に示すような，任意部材 a-b の部材軸に沿った局所座標系（ yx − ）に沿った材端変位ベクト

ルを [ ]Taaaa vu θ=u ， [ ]Tbbbb vu θ=u とし，材端力ベクトルを [ ]Taaaa MSN=P ，

[ ]Tbbbb MSN=P とすれば，両者の関係は以下のように表される． 

  







=









b

a
i

b

a

u

u
K

P

P
                                 (3.1-1-8) 

ここに， iK は要素剛性行列と呼び，以下のように表される． 

   



























−

−−−

−

−

−

−

=

22

22

22

22

3

460260

61206120

0000

260460

61206120

0000

iiiiiiii

iiiiii

iiii

iiiiiiii

iiiiii

iiii

i

i

lIlIlIlI

lIIlII

lAlA

lIlIlIlI

lIIlII

lAlA

l

E
K             (3.1-1-9) 

ここに，局所座標系（0- yx − ）から全体座標系（ YX −−0 ）への座標変換行列を iT とすれば，節点 1,2

でのつり合い条件は以下のように表される． 

  RKU =                                    (3.1-1-10) 

ここに，K は全体剛性行列と呼び， 
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式(3.1-1-10)は節点変位に関する連立１次方程式を与え，その解よりUが決定でき，ついで式（3.1-1-8）
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を用いて各部材の材端力ベクトルが決定できる．すなわち，応力法では不静定力を未知数として節点での 

    
           (a)                   (b) 

図 3.1-1-3 材端力と材端変位 

 

適合条件によって解析するのに対して，変位法では節点変位を未知数として節点でのつり合い条件によっ

て解析する方法と言える． 

 

 

例題 3.1-3.2 径間連続げた（基本問題） 

 図 3.1-3.1 に示すような 2 径間連続ばりに対して応力法および変位法を適用し，それぞれの特徴を簡単

に述べよ． 

 

解答 

前例題で述べたように n次不静定弾性骨組構造 

に対して応力法を適用するには不静定構造から n 

個の拘束を取り除いた静定基本系を考え，拘束点 

に働く力（不静定力）を未知数 iX ，i=1,3.2,… 

･,n とし，拘束点での変形の連続条件を iX に関す 

る n元連立一次方程式（式（3.1-1-4））に帰着さ 

せ，この解より部材内の断面力を決定する．なお， 

静定構造での応力場はつり合い条件のみで一 

義的に定まる． 

 弾性骨組構造への変位法の適用では，各部材に 

ついて任意の材端変位と材端力の関係を最初に求 

めておき，全節点での力のつり合い条件を材端変 

位に関する連立一次方程式（式(3.1-1-10)）に帰 

着させ，この解より材端力および部材断面力を決 

定することができる．  

図 3.2.1-1 の 2 径間連続ばりに応力法を適用す 

ると，本構造は 1次不静定構造であるので，一つの 

拘束点，たとえば中間支点 2 の回転拘束，を解除し 

て，スパン長 21 , LL の単純ばりを静定基本系とし， 

不静定力 X を拘束点の曲げモーメント（図 3.1-3.2 

(a)参照）に選ぶ．静定基本系の荷重 0q による曲げモーメントを 0M ， 1=X による曲げモーメントを 1M

とすれば，静定基本系での解除点 2 の荷重 0q によるたわみ角の不連続量 01δ は，単位荷重法（仮想力法）

により（ただし，曲げ変形のみを考慮し，せん断変形は無視する）， 
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また， 1=X による解除点 2 でのたわみ角の不連続量 11δ は 
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図 3.1-3.2 静定基本系と曲げモーメント 
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ここで，図 3.1-3.2(b)に示すように，静定基本系における曲げモーメントを以下のように表す． 
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適合条件は中間支点 2 でたわみ角が連続することであり，重ね合わせの原理より 

01101 =+ δδ X                                  (3.1-3.5)

よって， 
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式(3.1-1-5)は弾性方程式と呼ばれ，これにより不静定力を求める方法を一般に余力法または弾性方程式

法と呼んでいる． 

一方，荷重 0q と不静定力 X による曲げモーメントの重ね合わせにより 
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最小仕事の原理より 
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上式より， 
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式(3.1-3.10)は式(3.1-2-6)と同じであり，弾性方程式法と最小仕事の原理は同じ結果を与え，どちらも

回転角の連続条件（適合条件）を意味している． 

式(3.1-3.2)および式(3.1-3.4)を上式に代入し，具体的に計算すれば， 
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ここに， )/( 2112 ILIL=β となる． 

つぎに，図 3.1-3.1 の問題に対して変位法の一つであるたわみ角法を適用しよう．たわみ角法は，式

(3.1-1-19)の要素剛性行列において軸力による変形を無視し，曲げ変形のみを考慮した場合に相当する．

まず，図 3.1-3.2 に示すように，任意の節点 i,j を結んだ部材の材端モーメント jiij MM , と材端回転角

ji θθ , との関係を求め，ついで両端固定としたときの荷重による材端モーメント(荷重項)を加えると， 
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ここに， jiij CC , は荷重項で両端固定ばりの荷重による固定端モーメントで時計方向を正としており，等

分布荷重 0q の場合は 
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図 3.1-3.2 部材 ij の材端力と変形        図 3.1-3.4 曲げモーメント図 

 

図 3.1-3.1 の支点 1,3.2 でのつり合い条件式より， 
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上式を解けば， 
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ここに， )/( 1221 ILIL=β である． 

よって，式(3.1-3.12)より 
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上式は式(3.1-3.11)と同じであり，曲げモーメント分布は図 3.1-1-4 のように表され，図において 
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 以上に述べたように，図 3.1-3.1 のような 1 次不静定構造では，不静定力は 1個であり，応力法による

解析は容易であるが，n 次不静定構造での不静定力の算定には n元連立一次方程式を解かねばならない．

一方，変位法では，全節点に関するつり合い条件式は多元連立一次方程式を与え，いずれにしても高次不

静定構造では多元連立一次方程式の計算はコンピュータに頼らねばならない．一般に，多数の部材からな

る複雑な形状の構造物では，応力法より変位法による定式化が容易であり，マトリクス演算をベースにし

たコンピュータ解析ではもっぱら変位法が用いられている．しかしながら，剛域を有する連続はりやラー

メン構造などに対しては，応力法が有利である場合がしばしば見られ，今日でも応力法は捨て難い魅力を

持っている．以下の例題では，簡単な構造に対する応力法の適用例を中心にしている． 

 

 

例題 3.1-3 はりの応力解析（基本問題） 

図 3.1-3-1(a)に示すような等分布荷重 0q を受ける長方形断面（ hb× ）のはりにおいて，(1)A が固定支

承，B が可動支承,(2)A,B とも固定支承，の場合，支間中央に発生する断面力を求めよ． 

 

解答 

 断面形が幅 b，高さ hの長方形であるので，図心の位置は断面中央点であり，支点では断面の下縁で支

えられているので，偏心量は， 2/he = であり，骨組線は，図 3.1-3-1(b)のようになる． 
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図 3.1-3-1 等分布荷重を受ける単純ばり 

 

ところで，(1)A が固定支承，Bが可動支承である場合は，静定系であり，支点に水平反力が発生しない

ので，偏心量の影響はなく，支間中央の断面力は支間長Ｌの単純ばりとしての曲げモーメント，すなわち

8/2
0LqM = のみである． 

つぎに，(2)A，B ともに固定支承である場合は，1 次不静定系となり，支点には水平反力が発生する．

この場合，図 3.1-3-1(b)の単純ばりを静定基本系に選び，支点の水平反力 X を不静定力とすれば，式

(3.1-2-7)による曲げモーメントは 

XMMM 10 +=                                  (3.1-3-1)

ここに， 0M は静定基本形の荷重による曲げモーメントで，支点 A より座標 xを採れば， 
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1M は静定基本系の 1=X による曲げモーメントで 
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式(3.1-2-9)に示した最小仕事の原理）より， 
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ここに，EI は曲げ剛性であり，E は弾性係数，I は図心をとおる水平軸に関する断面 2次モーメントで，

本例題では，はりの軸線では 12/3bhI = で軸線に沿って一定であり，偏心区間では ∞=I と見なせる． 

したがって，式(3.1-3-4)での積分での偏心部の寄与はゼロであり， 
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支間中央点での断面力には，曲げモーメント cM と圧縮軸力 cN が発生し， 

h

Lq
N

LqLqLq
M cc

6
,

24128

2
0

2
0

2
0

2
0 ==−= 　                      (3.1-3-6) 

となる． 

 以上は，はりの曲げ変形のみを考慮した場合の解析であるが，軸変形も考慮する場合は，式(3.1-3-4)

は以下のようになる． 
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ここに， 0N は静定基本系での荷重によるはりの軸力であり，本問題では 00 =N ， 1N は静定基本系での

1=X による軸力で，ここでは 11 =N ，Aは断面積（ bh）で，EAは伸び剛性と呼ばれている．式(3.1-3-7)

より 
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1010

−=
+

−=

+

+

−=

∫ ∫

∫ ∫
              (3.1-3-8)

ここに， 12// 2hAI = である．よって，支間中央点での曲げモーメントと圧縮軸力は 

h

Lq
N

LqLqLq
M cc

8
,

16168

2
0

2
0

2
0

2
0 ==−= 　                      (3.1-3-9) 

となる． 

 

 

  

例題 3.1-4 弾性床（地盤）上のはり（道示関連：下部工編，杭の基礎） 

 図 3.1-4-1に示すような，集中荷重Ｐを受ける弾性床上の無限長はりのたわみ，たわみ角および曲げモ

ーメントを求めよ． 

 
P

k

x

たわみ曲線

０EI

 
図 3.1-4-1 集中荷重を受ける弾性床上のはり 

 

解答 

 弾性床上のはりとは，図 3.1-4-1に示すように，連続した弾性バネに支えられたはりを言う．はりのた

わみ )(xvv = に対して，弾性バネは反力 vkxq ⋅=)( ，を引き起こす．k はバネ係数で，弾性地盤を対象と

した場合は，地盤反力係数と呼ばれる．基礎微分方程式は以下のように与えられる． 

    vkxq
dx

vd
EI ⋅−= )(

4

4

                            (3.4-1-1) 

 ここに， )(xq ：はりの上載荷重， EI ：はりの曲げ剛性である．上式を変形すれば， 

    
EI

xq
v

dx

vd )(
4 4

4

4

=+ β                             (3.4-1-2) 

 ここに， 

    4
4EI

k
=β                                 (3.4-1-3) 

 式(3.4-1-2)の一般解は， 0)( =xq とおいたときの同時方程式の解(同時解) 1v と )(xq に対する一つの解

（特解） 0v の和として与えられる． 

 さて，標題の集中荷重 Pのみを受ける場合は， 0)( =xq で， 00 =v あり，つぎの同時方程式 

    04 1
4

4

1
4

=+ v
dx

vd
β                              (3.4-1-4) 

の解とその微分は，以下のように与えられる． 

    )sincos()sincos( 43211 xCxCexCxCev xx ββββ ββ +++= −          (3.4-1-5) 

    
[ ]

[ ])sin(cos)sin(cos

)sin(cos)sin(cos

43

21
1

xxCxxCe

xxCxxCe
dx

dv

x

x

βββββ

βββββ

β

β

−−+−

++−=

−
             (3.4-1-6) 
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    [ ] [ ]xCxCexCxCe
dx

vd xx ββββββ ββ cossin2cossin2 43212

1
2

+−−+−= −      (3,4-1-7) 

    
[ ]

[ ])sin(cos)sin(cos2

)sin(cos)sin(cos2

43

21
2

3

1
3

xxCxxCe

xxCxxCe
dx

vd

x

x

βββββ

βββββ

β

β

++−+

−++−=

−

           (3.4-1-8) 

 ここに， 41 CC − は積分定数である． 

 図 3.1-4-1 の集中荷重 P を受ける無限長はりの場合は，荷重点を原点とする座標 x を取り，無限遠

（ ∞=x ）でたわみとたわみ角がともにゼロ，すなわち， 01 =∞=xv ， 0/1 =∞=xdxdv より， 

    021 ==CC                                 (3.4-1-5) 

 一方，原点( 0=x )での条件は，対称性の条件より，たわみ角がゼロ，せん断力が 2/P− になることよ

り， 

    =
=0

1

xdx

dv
043 =−CC                            (3.4-1-6)  

    
2

0
3

1
3

0

P

dx

vd
EIS

x

xx
−=−=

=
= より， 

    
EI

P
CC

2
)(2 43

3 =+β                             (3.4-1-7) 

式(3.4-1-6)および式(3.4-1-8)より， 

    
EI

P
CC

343
8β

==                              (3.4-1-8) 

したがって， 0≥x の領域でのたわみ，曲げモーメントおよびせん断力は以下のように与えられる． 

    )sin(cos
8 31 xx

EI

Pe
v

x

ββ
β

β
+=

−
                         (3.4-1-9) 

    )sin(cos
42

1
2

xx
Pe

dx

vd
EIM

x

x ββ
β

β
−=−=

−
                  (3.4-1-10) 

    xe
P

dx

vd
EIS x

x ββ cos
23

1
3

⋅⋅−=−= −                      (3.4-1-11) 

 

 

 

例題 3.1-5 杭頭の変位 

 図 3.1-5-1に示すように，地盤内に打ち込まれた半無限長の杭の柱頭に水平力ＨとモーメントＭが作用

したときの柱頭の水平たわみδ とたわみ角θ を求めよ．ただし，杭の曲げ剛性を EI，地盤反力係数を k

とする． 

 

解答 

 図 3.1-5-1での座標の方向に留意して，式(3.4-1-5)～(3.4-1-8)を利用する．境界条件は無限遠( ∞=x )

で， 0/ == dxdvv より， 

  021 ==CC  

0=x での条件より， 

  HCCEI
dx

vd
EIS

x
x

=+==

=
= )(2 43

3

0
3

3

0
β ， 
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  MCEI
dx

vd
EIM

x
xx

−==−=

=
= 4

2

0
2

2

0
2 β  

 

したがって，， 

  
24

2 βEI

M
C −= ， 

  )(
2

1

23 M
H

EI
C +=

ββ
 

  )sincos( 43 xCxCev x βββ += −  

  
[

])sin(cos

)sin(cos

4

3

xxC

xxCe
dx

dv x

ββ

βββ β

−−

+−= −
 

よって， 

)(
2

1

23 M
H

EI
C +==

ββ
δ  

)2(
2

1

0

M
H

EIdx

dv

x

+=−=
= ββ

θ            図 3.1-5-1半無限長の杭の柱頭変位 

となる． 

 したがって，荷重（ MH , ）と柱頭変位( θδ , )の関係を行列表示すると， 

  







⋅








=









M

H

EI β
β

βθ
δ

/21

1/1

2

1

2
                        (3.1-5-1) 

 

 

 

3.2 連続げたに関する例題 

 

例題 3.2-1 剛域を有するけた（その 1）（道示関連：コンクリート橋編，連続げた橋） 

 コンクリート橋の支点部では強固な横げたが主げたに剛結され，この部分では主げたの曲げ変形が拘束

される場合がある．ところで，図 3.2.1-1,2 に示すように，中間支点部で長さ 2c の剛域を持つ 2 径間連

続げたが等分布荷重を受けるとき，剛域を考慮した場合と考慮しない場合とでは，曲げモーメント図およ 

 

L Lc c

剛域
EI EI

q0

A
C B

 
 

図 3.2.1-1 剛域を有する 2径間連続げた 

 

びせん断力図にどのような差が発生するかを調べよ．ただし，剛域以外の部分のけたの曲げ剛性は EI と

する． 

 

解答 

 前例題で示したように，高次不静定構造物に対しては，コンピュータの利用による数値解析が避けられ

ないので，もっぱら変位法が使われているが，低次不静定で簡単な形状の構造物では，応力法による解析

が便利な場合も多い．ここではできるだけ解析的な取り扱いを重視し，応力法による解析例を示すことに

する． 

y

x

H
M

δ

θ
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 さて，本構造は 1 次不静定系であるので，図 3.2.1-2 に示すように中間支点上の下向きの反力を不静定

力 X に選ぶ．左支間の任意点(x)での曲げモーメントは 

  x
X

xL
xq

M x
2

)2(
2

0 +−=                              (3.2.1-1) 

最小仕事の原理を適用すると，系の全補ひずみエネルギー（ 'U ）は剛域部のひずみエネルギーはゼロ

である．以下に，対称性を考慮して，変域 Lx ≤≤0 のみについて取り扱う． 

 

0
2'

2

2
'

0

0

2

=
∂

∂
=

∂

∂

=

∫

∫
−

−

dx
X

M
M

EIX

U

dxM
EI

U

x
cL

x

cL

x

      (3.2.1-2) 

よって，                                                        図 3.2.1-2 静定基本系 
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− −− cL cLcL
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x dxxXdxxLxqdx
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ゆえに， 

)](38[
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2
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cLL
q

dxx

dxxLxq

X
cL

cL

−−−=

−

−=

∫

∫
−

−

                    (3.2.1-4)

式(3.2.1-1)より，曲げモーメントとせん断力は 

 

[ ]

[ ]xcL
q

dx

dM
S

xcL
xq

M

x
x

x

8)(3
8

4)(3
8

0

0

−−==

−−=
                           (3.2.1-5)

一方，剛域が無い場合(c=0)は， 

( )

( )xL
q

dx

dM
S

xL
xq

M

x
x

x

83
8

43
8

0

0

−==

−=
                             (3.2.1-6) 

Lc 1.0= の場合で，式（3.2.1-5）と式(3.2.1-6)を比較すれば，図 3.2.1-3(a),(b)のようになる． 

 

   図 3.2.1-3(a) 曲げモーメント図          図 3.2.1-3(b) せん断力図 

 

これらの図より，中間支点付近の曲げモーメントおよびせん断力はいずれも剛域を有する方が大きくな

っていることが分かる．また， 2.0,15.0,1.0,05.0,0.0/ =Lc の各ケースにおいて，中間支点上（ Lx = ）およ

び剛域の端部（ cLx −= ）での曲げモーメント及びせん断力を比較したものを表 3.2.1-1 に示す． 

表より，剛域長さの増加とともに曲げモーメント及びせん断力がともに増加していることが分かる． 
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表 3.2.1-1 剛域のある場合と無い場合の比較 

 剛域を有する場合 剛域の無い場合 

Lc /  
Lx

M =  
cLx

M −=  
Lx

S =  
cLx

S −=  
Lx

M =  
cLx

M −=  
Lx

S =  
cLx

S −=  

0.0 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

-0.13.5 

-0.1438 

-0.163.

5 

-0.1813 

-0.2 

-0.13.5 

-0.113.5 

-0.1013 

-0.0903 

-0.08 

-0.63.5 

-0.644 

-0.663 

-0.681 

-0.7 

-0.63.5 

-0.594 

-0.562 

-0.531 

-0.5 

-013.5 

-0.13.5 

-0.13.5 

-0.13.5 

-0.13.5 

-0.13.5 

-0.095 

-0.0675 

-0.043.5 

-0.02 

-0.63.5 

-0.63.5 

-0.63.5 

-0.63.5 

-0.63.5 

-0.63.5 

-0.575 

-0.53.5 

-0.475 

-0.43.5 

  (注)曲げモーメントの単位は 2
0Lq ，せん断力の単位は Lq0  

 

 

例題 3.2-2 剛域を有するけた（その 2）（道示関連：コンクリート橋編，連続げた橋） 

 前例題と同じ剛域を有する 2 径間連続げたが剛域の端部で集中荷重 P を受ける場合（図 3.2.3.1）に

ついて，剛域がある場合と無い場合での曲げモーメントの差を調べよ． 

 
P

C

剛域

cc

EIEI

LL

A B

x x'

 
 

             図 3.2.3.1 剛域を有する 2径間連続げた 

 

解答 

 前例題と同様，中間支点の下向きの反力を不静定力 X に選び，左支点 Aから座標 x，右支点 B から座

標 x’をとれば， 

  

cLx
Xx

L

xcL
PM

cLx
L

xcL
PM

x

x

−≤≤+
−

=

−≤≤
+

=

’　

　＋

0,
2

'

2

')(

0,
2

Xx

2

)(

'

                        (3.2.3.1)

式(3.1-12)より， 

  P

dxxdxx

dxxcLdxxcL
L

P

X
cL cL

cLcL
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−++

−=

∫ ∫

∫∫
− −
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22
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2

'

'')()(

                   (3.2.3.2)

よって， 

  

cLx
L

cx
PM

cLx
L

cx
PM

x

x

−≤≤−=

−≤≤=

’　

　

0,
2

'

0,
2

'

                            (3.2-3.2)

このケースでは，不静定力 X は cに依存しないので，剛域がある場合も，無い場合も曲げモーメント図も

せん断力図も同じである．したがって，前例題との比較から，剛域の存在が断面力図に与える影響は荷重

分布および荷重位置によって異なることに留意する必要がある． 
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3.3 曲線げたに関する例題 

  

例題 3.3-1 曲線げた（道示関連：コンクリート橋編，曲線げた橋） 

 道路橋示方書，コンクリート橋編，13 章では，開角φ が 5度以下の曲線げた橋は曲線長をスパン長とす 

る直線橋と見なしてよいとある．これに関連して，図 3.3-1-1 に示すような，開角がφ で水平面で半径 R

の曲 

率を有する曲線げたが鉛直下方に等分布荷重 0q を受ける場合，支間中央の曲げモーメント cM を求め，直

線げたと見なした場合との差を調べよ．ただし，支承は曲げには自由であるが，ねじりには固定とする． 

 

解答 

 本構造は 1 次不静定系であるが，対称性を利用すればつり合い条件のみによって断面力が決定できる．

すなわち，図 3.3-1-2 の自由体図を考え，支承点でのねじりモーメントを BT ，支間中央のねじりモーメ

ントを CT とすれば，対称条件より， 0=CT である．図において，幾何関係より， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   図 3.3-1-1 等分布荷重を受ける曲線げた           図 3.3-1-2 自由体図 

 

   
)cos1(Cb,sinab

),cos1(Cd,sinBd

θ−=θ=
φ−=φ=

RR

RR

　
　  

また， BT の水平方向および鉛直方向成分は，それぞれ φcosBT , φ− sinBT であり，支点の鉛直反力は

φ== RqVV BA 0 であるので，つり合い条件より， 

 ∫ =−++−−=
φ

θθφφφ
0

2
0

2
0 0)cos1(cos)cos1( dRqTRqT BC                (3.3-1-1) 

よって， 

φ
φφφ

cos

cossin2
0

−
= RqTB                              (3.3-1-2) 

したがって，支間中央の曲げモーメント CM は 

 

φφφφ

θθφφφ
φ

sin)1cossin(

sinsinsin

2
0

0

2
0

2
0

B

BC

TRq

dRqTRqM

+−+=

−+= ∫                      (3.3-1-3) 

一方，曲線げたを支間長 φRl 2= と見なしたときのＣ点の曲げモーメントは 

 2
2

2
φ

R
MC =                                   (3.3-1-4) 

である．φ の各値に対して，式(3.2-1-3)と式(3.2-1-4)を比較すれば，表 3.2.1-1 を得る． 
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表 3.3-1-1 曲線げたと直線げたの比較 

 

         

表より，本例題においては，開角（φ ）は 10 度以下では，支間中央の曲げモーメントは曲線げたと直線

げたの差はほとんどないといえる． 

 

 

 

3.4 アーチに関する例題 

 

例題 3.4-1 アーチ（その 1）（基本問題） 

 図 3.4-1-1 に示す 3 ヒンジアーチのリブ線の形状は放物線で次式で与えられる． 

   )2(
2

xLx
L

f
y −=  

ここに， f はライズ， Lは半支間長である．本アーチに等分布荷重 0q が作用する場合には，アーチリブ

には曲げモーメントもせん断力も発生せず，軸圧縮力のみが働くことを示せ． 

解答 

 3 ヒンジアーチは静定系であるので，つり合い条件のみで解ける．対称性より， 

  LqVV BA 0==                                     (3.4-1-1) 

頂点 Cのヒンジ点での曲げモーメントがゼロであることより 

  0
2

202
0 =−−= HfL

q
LqM c                                                        (3.4-1-2) 

よって， 

    
f

Lq
H

2

2
0=                                                                       (3.4-1-3)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             

 図 3.4-1-1 3 ヒンジ放物線アーチ                      図 3.4-1-2 自由体図 

 

左支点から水平距離aの位置での曲げモーメント mM を求めるために，図3.4-1-2に示す自由体図を作る．

この位置でのアーチリブ線の縦距は 

   )2(
2

aLa
L

f
ya −=                                (3.4-1-4)

つり合い条件より， 
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   0)2(
222

0
2

0
0

2
0 =−−−=−−= aL

aqaq
LaqHy

aq
aVM aAm               (3.4-1-5)

任意の aに対して上式が成立するので，アーチリブには曲げモーメントは発生しない． 

 一方，軸力は図 3.4-1-2 でのつり合い条件より 

  θθθ sinsincos 0aqVHN Am +−−=                        (3.4-1-6)

ここに， 

   ),(
2
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aL
L
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dx
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−
=θ  

よって， 

   2240
)(4

2
aLfL

f

q
Nm −+−=                         (3.4-1-7)

で，圧縮軸力が働き，せん断力は 

0
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)(4
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coscossin

224

2
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2
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=
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−
+
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               (3.4-1-8)

となる． 

 

 

例題 3.4-2 アーチ（その 2）（道示関連：コンクリ  

ート橋編，アーチ橋） 

道路橋示方書，コンクリート橋，15 章では， 

図 3.4-1-1 の座標系においてアーチのリブ線の 

形状が次式 

















−

−

−
−= 1

)(
cosh

1

1
1f

L

xLk

m
y  (3.4-3.1) 

ただし， 

   )1(logcosh 21 −+== − mmmk e         図 3.4-3.1 等分布荷重を受ける 2ヒンジアーチ 

によるものを用いれば，m=1.0～3.0 で m を変化さ 

せることで，死荷重による曲げモーメントのバランスを変えることができるとある． 

図 3.4-3.1 に示す等分布荷重を受ける 2ヒンジアーチにおいて，頂点（ Lx = ）および 1/4 点（ 2/Lx = ）

の曲げモーメントが式(3.4-3.1)の m，ただし 3m1 ≤< ，によってどのように変化するかを示せ．ただし，

アーチリブの弾性係数は E，断面 2次モーメントは一定で I とし，軸力およびせん断力の変形に与える影

響は無視する． 

 

解答 

 図3.4-3.1の2ヒンジアーチは1次不静定系であるので，支点の水平反力H を不静定力 )( HX = に選ぶ．

左支点Ａから水平距離 x をとり，静定基本系での荷重 0q による曲げモーメントを 0M ， 1=X による曲げ

モーメントを 1M とすれば， 

   

yM

xL
xq

M

−=

−=

1

0
0 )2(

2                                (3.4-3.2) 

弾性方程式は 

   01110 =δ+δ X                                  （3.4-3.2）

ここに， 
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よって， 
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∫
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                         （3.4-3.4） 

式(3.4-3.2)を考慮すれば 
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                       （3.4-3.5） 

式(3.4-3.1)より 

 )/1(sinh
)1(

Lxk
mL

fk

dx

dy
−

−
=                           (3.4-2-6) 

の関係を用いれば，数値積分により，式(3.4-3.5)の X が求められ，アーチリブ頂点の曲げモーメントは 

   f
2

2
0

X
Lq

MC −=                                (3.4-2-7) 

で求められる． 

 数値積分法は種々あるが，ここでは最も簡単な台形公式を適用する．式(3.4-3.5)の右辺での分母,分子

の被積分関数を 

   222 )/(1)2()(,)/(1)( dxdyyxLxxfdxdyyxg +−=+= 　  

とおき，式(3.4-3.1)を上式に代入する．アーチの半支間長（ L）を n 分割すれば，数値積分は以下のよ

うに実行できる． 
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xfxfLdxxfF

                      (3.4-2-8) 

ここに， n/LL =∆ ， n,......,3,2,1,0, =∆= iLixi 　 であり， iα は重み係数で， n,0=i では 5.0=α i ， 

 

                         表 3.4-3.1 アーチリブ形状と曲げモーメント 

Lf /  ｍ 
2/LxxM = ( 2

0Lq× ) 
LxxM = ( 2

0Lq× ) 

 

 

0.1 

 

 

1.1 

1.5 

2.0 

3.5 

3.0 

-1.16x10-3 

-3.3.4x10-3 

-5.28x10-3 

-6.88x10-3 

-8.19x10-3 

0.481x10-3 

4.88x10-3 

9.48x10-3 

13.4x10-3 

16.7x10-3 

 

 

0.3 

 

1.1 

1.5 

2.0 

3.5 

3.0 

-5.48x10-3 

-7.46x10-3 

-9.39x10-3 

-10.9x10-3 

-13.2 x10-3 

-5.3.5x10-3 

-0.65x10-3 

4.17x10-3 

8.3.2x10-3 

10.1x10-3 

 

 

0.5 

1.1 

1.5 

2.0 

3.5 

3.0 

-13.6x10-3 

-15.4x10-3 

-17.1x10-3 

-18.4x10-3 

-19.5x10-3 

-16.0x10-3 

-11.0x10-3 

-5.76x10-3 

-1.37x10-3 

3.40x10-3 
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1n,....,3,2,1 −=i では 0.1=α i である． 

 n=20 としたときの数値計算結果を表 3.2.3.1 

に示す．表より，等分布死荷重による曲げモーメ 

ントをできるだけ低減させるための式(3.2.3.1)に 

よるアーチリブ形状は比較的ライズが低い 

（ Lf 1.0= ）場合には，m=1.1，ライズが高い 

( Lf 5.0= )の場合は，m=2～3.5 であることが 

わかる． 

 

 

例題 3.4-3  アーチ（その 3）（道示関連：      

コンクリート橋編，アーチ橋）            

図 3.4-3-1 に示すような，起点 A,B で sI で，頂   図 3.4-3-1 等分布荷重をうける固定アーチ 

点 Cで cI で，その間が 3 次曲線で変化する曲げ剛 

性を有する固定アーチが等分布荷重 0q を受けるとき起点および頂点での曲げモーメント CBA MMM ),(=

と，式(3.2-3.1)によるアーチリブ線の形状との関係を示せ． 

 

解答                        

 固定アーチは 3次不静定系であるの         

で，応力法における重心法を適用する．        

すなわち，図 3.4-3.2 の静定基本系を 

考え，座標系（x-y）の原点をアーチリ         

ブの頂点 Cにとれば，式(3.4-3.1)より，        

リブ線の位置は                    

 







−

−
= 1cosh

1 L

kx

m

f
y   (3.4-3-1) 

ここに， mk 1cosh −= ．アーチリブの曲              

げ剛性 xI は y軸に関して対称であるので，           図 3.4-3.2 静定基本系 

アーチリブの曲げ剛性分布の重心０は対 

称軸上にあって，かつ頂点 C から下方に距離 e の位置にあるとする．静定基本系は，図 3.4-3.2 に示すよ

うに，支点 B と重心 0 を剛性無限大の仮想部材で結び，先端を自由にした片持ち構造とし，不静定力

（ 321 ,, XXX ）はそれぞれ水平力，鉛直力およびモーメントであり，いずれも先端に作用させる． 

 静定基本形の荷重 0q による曲げモーメントは 

20
0 )(

2
xL

q
M −−=                               (3.4-3.2) 

11 =X ， 12 =X および 13 =X による曲げモーメントは，それぞれ 

 yeM −=1 ， xM −=2 ， 13 −=M                           (3.4-3.2) 

一方，アーチリブの曲げ剛性は題意により 

3

3
x

L

II
II

cs
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−
+=                                (3.4-3-4)

弾性方程式は 

0

3

1

i

j

jij X δδ −=∑
=

，i=1,3.2                             (3.4-3-5) 

ここに， 
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0δ ， 3,2,1, =ji                   （3.4-3-6）

上式における第 2式と式(3.4-3-4)および 2)/(1 dxdydxds += ，ならびに対称性を考慮すれば， 

x

y
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式（3.4-3-6）において 
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                           (3.4-3-9) 

とおき，式(3.4-2-6)より 
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−
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を考慮すれば， 
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                                 (3.4-3-11)

式(3.4-2-8)による数値積分法を同様に適用し，半支間長 Lを n 分割し，各分割点の x，yをそれぞれ ii yx , , 

i=0,1,3.2,……,2n とすれば， 

∑

∑

=

==
n

i

ii

n

i

iii

xg

xgy

e
2

0

2

0

)(

)(

α

α

,                                                        (3.4-3-12) 

式（3.4-3-5）および式(3.4-3-6)より，各不静定力は 
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上式の積分は，式(3.4-3-12)と同様の数値積分法により実行できる． 
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表 3.4-3-1 数値計算結果（ Lf 5.0= ， 5/ =cs II の場合） 

m fe /  LqX 01 /  LqX 02 /  LqX 03 /  2
0/ LqM c  2

0/ LqM B

 

1.1 

1.5 

2.0 

3.5 

3.0 

0.3.28 

0.3.22 

0.3.16 

0.3.12 

0.208 

-1.00 

-1.02 

-1.03 

-1.04 

-1.05 

1.00 

1.00 

1.00 

1.00 

1.00 

-0.615 

-0.615 

-0.616 

-0.617 

-0.617 

0.52x10-3 

3.45x10-3 

6.43x10-3 

6.44x10-3 

8.12x10-3 

3.28x10-3 

1.04x10-2 

1.89x10-2 

3.59x10-2 

3.19x10-2 

        

したがって，アーチリブの頂点および固定端の曲げモーメントは 

321

31

2
0

)(

2

XLXXefM

XeX
Lq

M

B

c

−−−−=

−+−=
                          (3.4-3-16) 

となる． 

 Lf 5.0= かつ 5/ =cs II の場合で，式(3.4-3.1)での m=1.1,1.5,2.0,3.5,3.0 の各値について，半支間長

を 10 分割したときの台形公式による数値積分を実行すれば，表 3.4-3-1 の結果を得る．表より，m=1.1

の場合が曲げモーメントの大きさが最も小さくなっていることが分かる．このときの曲げモーメント図を

図 3.4-3.2 に示す． 

-10

-5

0

5

10

15

�0

 
              図 3.4-3.2 曲げモーメント図（1/2 支間） 

 

 

 

 

3.5 ラーメンに関する例題 

 

例題 3.5-1 剛域を有するラーメン（道示関連：コンクリート橋編，ラーメン橋） 

 コンクリートラーメン橋では部材の幅が長さに比べて小さくない場合があり，構造解析では断面の図心

をとおる軸を骨組について行うが，隅角部では部材幅やハンチ部の一部を剛域として取り扱う必要がある．

また，剛域部やハンチ部での剛性の変化を無視した解析では，図 3.5-1-1 に示すように，曲げモーメント

図をシフトしたものを設計に用いなければならないとされている． 

 ところで，図 3.5-1-2 に示すような，等分布荷重 0q を受ける固定ラーメンにおいて，剛域の長さが曲

げモーメント分布にどのような影響を与えるのかを調べ，図 3.5-1-1 のモーメントシフトの意義を説明せ

よ．ただし，剛域以外の部分の曲げ剛性は，柱部では cEI ，はり部では bEI とし，軸力およびせん断力の

変形に与える影響は無視する． 
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図 3.5-1-1 モーメントシフト          図 3.5-1-2 剛域を有する門形ラーメン 

 

解答 

 図 3.5-1-2 の門形ラーメンは 3次不静定系であるが，対 

称性より支点の鉛直反力は 2/0aqVV BA == であるので，支 

点 Dでの水平反力 1X および曲げモーメント 2X を不静定力 

に採った片持ち構造を静定基本形に選ぶ（図 3.5-1-3 参照）． 

図に示すような座標 321 ,, xxx を採り，対称性を考慮すれ 

ば，静定基本系の荷重 0q による曲げモーメントは  
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       (3.5-1-1) 

11 =X による曲げモーメントは 
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12 =X による曲げモーメントは                 図 3.5-1-3 静定基本系 
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弾性方程式は 

  
20222121

10212111

δδδ

δδδ

−=+

−=+

XX

XX
                              (3.5-1-4) 

ここに， 
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        (3.5-1-5) 

柱部材の軸線

計算曲げモーメント

負の設計曲げモーメント
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式(3.5-1-4)の連立 1次方程式の解は 

,
2
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2
122211

12101120
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=X                   （3.5-1-10）

となる． 

一例とし， ah = ， Bc II = の場合で， 2.0,15.0,1.0,05.0,0.0=c の 5 ケースについて，はり B-C，ただし 1/2

領域の曲げモーメント分布を計算すると図 3.5-1-4 のようになり，柱 D-C の曲げモーメント分布は図

3.5-1-5 ように求められる．これらの図より，剛域が長くなるにつれて，負曲げモーメント増大し，正曲

げモーメン 

トが減少することが分かる．したがって，剛域を無視した解析結果を設計に用いる場合には，安全性を配． 

 

 

  図 3.5-1-4 はり B-C での曲げモーメント       図 3.5-1-5 柱 D-C での曲げモーメント図 

     (x は中央点からの距離) 

 

慮して，図 3.5-1-1 のように負曲げモーメント図のみシフトしたものが適用されることが分かる 
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例題 3.5-2 隅角部の応力（道示関連：コンクリート橋編，ラーメン橋） 

 道路橋示方書，コンクリート橋では，ラーメン橋の隅角部の応力は複雑であり，慣用の初等骨組理論で

は解析できなく，図 3.5-3.1 のような非線形応力分布を示し，はりの上縁が引張になる曲げモーメントM  

を受けた場合には，隅角部内側で圧縮応力が集中し，逆方向の曲げモーメント M− を受けた場合には，隅

角部内側で引張が集中する．それゆえ，これらの応力集中に対処する上でも，隅角部にハンチをつける必

要性を指摘しており，ハンチを付けないときには，引張応力の集中には格別の注意が必要であると指摘し 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3.5-3.1 隅角部の応力分布（道示，    図 3.5-3.2 水平荷重を受ける 

コンクリート橋編による）          門型ラーメン 

 

ている． 

 ところで，図 3.5-3.2 のような門型ラーメンが水平地震荷重H を受けるときの隅角部の応力分布を求

め，慣用の初等骨組理論による解析値との相違を明らかにせよ． 

 

解答 

 RC 構造のラーメンなどの隅角部は，コンクリートのひび割れ発生前では，2次元弾性問題（平面応力問

題）として取り扱える．図 3.5-3.2 は隅角部の部分モデルと有限要素分割を示している．本モデルは，図

3.5-3.2 の門型ラーメンが水平荷重が作用したときに，はり左端の断面で曲げモーメントとせん断力を受

けた場合を想定している． 

 一例として， ma 2= ， mb 68.3= ， mt 5.0= で， MNV 0.1= ，弾性係数： 24 /103 mmNE ×= ，ポアソ

ン比： 6/1=ν での計算結果を図 3.5-3.4～図 3.5-2-8 に示す．すなわち，図 3.5-3.4 ははり左端断面 m-n

での水平方向応力 xσ を示しており，初等ばり理論値に比べて，FEM 解析値は下端の圧縮応力の集中が認め

られ，図 3.5-3.1 と同様の傾向が認められる．図 3.5-3.5 のせん断応力分布 xyτ では，下端の集中性はよ 
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図 3.5-3.2 隅角部モデルと FEM要素分割 
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り顕著であり，放物線形の初等曲げ理論分布とは大きく異なっていることが分かる． 

一方，柱上端の断面 n'm'− の鉛直方向応力 yσ 分布も図 3.5-3.1 と同様の内側縁での圧縮応 

 

 

図 3.5-3.4 m-n 断面の xσ 分布      図 3.5-3.5 m-n 断面の xyτ 分布 

 

図 3.5-2-6 '' nm − 断面の yσ 分布        図 3.5-2-7 '' nm − 断面の yxτ 分布力 

 

の集中性が認められるが，せん断応力 yxτ は，初 

等ばり理論ではゼロであるにも係わらず，FEM 解

析では，合せん断力はゼロであっても，内側縁

近傍ではかなり大きな値が発生していることが

注目できる．さらに，隅角部内の対角線に沿っ

た断面 '''' nm − での直応力 45=θσ の分布を図

3.5-2-8 に示すが，図 3.5.3.1 での道路橋示方書

の指摘と同様になっていることが分かる． 

 以上，ラーメン構造の隅角部の応力集中現象

は，はりまたは柱から伝達されるせん断力によ

る影響が大きく，曲げ応力のみならずせん断応

力の集中現象が連成することが考えられ，隅角

部内側が引張になる場合には，特に合応力 1σ ，

すなわち 

   22
1

2

1

2
xyx

x τσ
σ

σ ++=  ま た は

22
1

2

1

2
yxy

y τσ
σ

σ ++=      (3.5-3.1)      図 3.5-2-8 '''' nm − 断面の
45=θσ 分布 

に対する十分な引張補強を配慮する必要性が強調できる． 
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